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1. L’alge`bre exte´rieure: du coˆte´ des
mathe´maticiens
Hermann G. Grassmann (1809 - 1877)
L’alge`bre de Grassmann ou “alge`bre exte´rieure d’un es-
pace vectoriel” est une alge`bre un peu inhabituelle car
son produit, appele´ “produit de Grassmann” ou “produit
exte´rieur” et note´ ∧, est non-commutatif, c’est-a`-dire que
a ∧ b n’est pas ne´cessairement e´gal a` b ∧ a, pour deux
e´le´ments a et b de cette alge`bre. En fait, si E de´signe
l’espace vectoriel a` partir duquel on va construire l’alge`bre
exte´rieure, et si ~x1, ~x2 sont deux vecteurs de E, on a la
relation,
~x1 ∧ ~x2 = − ~x2 ∧ ~x1.
Nous allons conside´rer des espaces vectoriels dont les
vecteurs ont pour coordonne´es des nombres re´els ou
complexes. Prenons par exemple dans E des vecteurs
~x1, ~x2, ~x3, . . . , ~xn, le produit exte´rieur permet de constru-
ire de nouveaux objets mathe´matiques appele´s bivecteurs,
trivecteurs, et plus ge´ne´ralement multivecteurs, en posant
~x1 ∧ ~x2, ~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3, . . . , ~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3 ∧ · · · ∧ ~xn.
Ces objets appartiennent a` de nouveaux espaces vectoriels
note´s ∧2E,∧3E, . . . ,∧nE, et appele´s puissance exte´rieure
deuxie`me, troisie`me, . . . , n-ie`me de E. On de´note E,
lui-meˆme, par ∧1E, et l’ensemble des nombres re´els ou
complexes par ∧0E. En sommant toutes les puissances
exte´rieures de E, on obtient un ensemble appele´ alge`bre
exte´rieure, ∧E := ⊕
n≥0
∧nE, qui a la proprie´te´ d’eˆtre stable
par le produit exte´rieur, c’est-a`-dire que le produit exte´rieur
de deux e´le´ments de ∧E est encore un e´le´ment de ∧E, si
par convention, le produit exte´rieur d’un e´le´ment de ∧E
par un e´le´ment de ∧0E est de´fini de manie`re analogue a` la
multiplication d’un vecteur par un nombre re´el ou complexe
en multipliant toutes ses coordonne´es par ce nombre.
Un des premiers inte´reˆts des mathe´maticiens pour les
multivecteurs a e´te´ leur relation avec le volume de´limite´
par un ensemble de vecteurs dans un espace euclidien,
c’est-a`-dire, un espace pouvant avoir un nombre arbitraire
m de dimensions mais dont les proprie´te´s ge´ome´triques
sont fondamentalement les meˆmes que celles de l’espace
a` trois dimension dans lequel nous pensons vivre. Ainsi
l’aire (e´quivalent du volume a` 2D) du paralle´logramme
de´fini par deux vecteurs ~x1, ~x2 est e´gal a` la norme du
bivecteur ~x1 ∧ ~x2 dans l’unite´ d’aire correspondant au carre´
forme´ par deux vecteurs orthonorme´s. De meˆme le volume
du paralle´le´pipe`de de´fini par trois vecteurs ~x1, ~x2, ~x3 vaut
‖ ~x1∧ ~x2∧ ~x3‖ dans l’unite´ de volume correspondant au cube
forme´ par trois vecteurs orthonorme´s. Plus ge´ne´ralement,
la notion de volume s’e´tend a` n dimensions, et le volume
du paralle´lotope de´fini par n-vecteurs ~x1, ~x2, ~x3, . . . ~xn est
‖ ~x1 ∧ ~x2 ∧ ~x3 ∧ · · · ∧ ~xn‖ dans l’unite´ correspondant au
paralle´lotope droit forme´ par n vecteurs orthonorme´s.
Les multivecteurs sont intimement lie´s a` la notion de
“de´terminant” tre`s utile pour re´soudre des syste`mes de m
e´quations a` n-inconnues. Conside´rons le proble`me suivant,
la mole´cule d’eau H2O a pour masse 18 gramme par mole
(g.mol−1) et peut eˆtre conside´re´e comme forme´e de deux
atomes d’hydroge`ne H pour un atome d’oxyge`ne O. La
mole´cule d’eau oxyge`ne´e, H2O2 a pour masse 34 gramme
par mole (g.mol−1) et sa formule chimique re´ve`le qu’elle
est forme´e de deux atomes d’hydroge`ne pour deux atomes
d’oxyge`ne. Trouver les masses, mH et mO, des atomes
d’hydroge`ne et d’oxyge`ne. Pour obtenir la re´ponse, il faut
re´soudre le syste`me d’e´quations:
2mH +mO = 18 (1)
2mH + 2mO = 34 (2)
Ce syste`me est du type
a1x+ b1y = c1 (3)
a2x+ b2y = c2 (4)
ou` (a1, a2), (b1, b2), (c1, c2) peuvent eˆtre conside´re´s comme
les coordonne´es de trois vecteurs, ~a,~b,~c de l’espace eu-
clidien a` deux dimensions dans une base de vecteurs or-
thonorme´s (~e1, ~e2), et ou` (x, y) sont deux inconnues a`
de´terminer. Une solution ge´ne´rale a` ce type de proble`mes
existe en termes de nombres appele´s “de´terminants”. Le
de´terminant de deux vecteurs, ~a,~b, de l’espace euclidien a`
deux dimensions, det(~a,~b), est par de´finition a1b2 − b1a2.
On remarque que le de´terminant de deux vecteurs est anti-
symme´trique comme leur produit exte´rieur:
det(~a,~b) = −det(~b,~a).
En fait, les deux notions sont lie´es par:
~a ∧~b = det(~a,~b)~e1 ∧ ~e2.
Ceci se de´montre aise´ment en e´crivant ~a = a1 ~e1+a2 ~e2,~b =
b1 ~e1 + b2 ~e2 et en de´veloppant, car pour tout vecteur ~v, par
antisymme´trie, ~v ∧ ~v = −~v ∧ ~v, et donc
~v ∧ ~v = 0. (5)
Nous verrons dans la partie suivante l’importance de cette
proprie´te´ mathe´matique en chimie quantique.
Pour en revenir au syste`me des e´quations (3) et (4), une
solution ge´ne´rale unique existe quand det(~a,~b) 6= 0 et vaut:
x = det(~c,
~b)
det(~a,~b)
(6)
y = det(~a,~c)
det(~a,~b)
. (7)
Nous laissons au lecteur, a` titre d’exercice, le soin
d’appliquer ces formules au syste`me des e´quations (1) et
(2).
En mathe´matiques, le produit exte´rieur joue un roˆle im-
portant en alge`bre mais aussi en ge´ome´trie diffe´rentielle.
Toutefois, nous allons a` pre´sent nous tourner vers son
application en chimie quantique.
Encart: notion d’orbitales atomiques
La chimie est la science baˆtie sur le principe de Lavoisier
de transformation de la matie`re. Rappelons que la matie`re
est forme´e d’atomes et de mole´cules. Les atomes sont
constitue´s d’un noyau charge´ positivement et d’e´lectrons
charge´s ne´gativement. Le noyau est lui-meˆme constitue´
de protons, positifs et de neutrons, neutres comme leur
nom l’indique. L’atome neutre le plus simple est l’atome
d’hydroge`ne forme´ d’un proton et d’un seul e´lectron.
Les proprie´te´s des e´lectrons dans les atomes et les
mole´cules sont pre´dites par la me´canique quantique si on
sait re´soudre la ce´le`bre e´quation de Schro¨dinger. Toutefois,
on ne sait re´soudre analytiquement cette e´quation que pour
des syste`mes a` un e´lectron comme l’atome d’hydroge`ne.
Voici un re´sume´ des concepts quantiques et des re´sultats
mathe´matiques permettant de comprendre la structure
e´lectronique de l’atome d’hydroge`ne.
l’e´lectron a des proprie´te´s ondulatoires mais n’est ni
une onde, ni une particule classique. Pour le chimiste,
c’est une particule quantique de´crite par une “fonction
d’onde”, ψ qui est une fonction des coordonne´es d’espace
et du temps: ψ : (x, y, z, t) 7−→ ψ(x, y, z, t). Nous nous
inte´resserons dans cet article, uniquement aux fonctions
d’onde normalise´es sur l’espace a` trois dimension, R3,
c’est-a`-dire, telles que
∫
R3 |ψ(x, y, z, t)|2dxdydz = 1, de
sorte que l’inte´grale P (V ) =
∫
V
|ψ(x, y, z, t)|2dxdydz est
la probabilite´ de pre´sence de l’e´lectron dans le volume
V ⊆ R3 selon l’interpreˆtation du physicien Max Born, prix
Nobel 1954. Les e´tats stationnaires (fonctions pe´riodiques
du temps) de l’atome d’hydroge`ne sont de´crits par des
fonctions d’onde telles que ψ(x, y, z, t) = χ(x, y, z)e−iEt,
ou` E est l’e´nergie de l’e´tat stationnaire en question, et
ou` la fonction χ : (x, y, z) 7−→ χ(x, y, z) est appele´e une
“orbitale atomique”.
Les couples (E,χ) s’obtiennent en re´solvant l’e´quation
de Schro¨dinger stationnaire:
Hχ = Eχ,
ou` H est un ope´rateur, appele´ hamiltonien, agissant
line´airement sur les orbitales. Les solutions a` fonction
d’onde normalisable qui nous inte´ressent (En, χn,l,m) sont
indice´es par trois nombres entiers relatifs n, l,m appele´s
nombres quantiques. Le nombre n appele´ “nombre quan-
tique principal” est un entier naturel strictement positif qui
de´termine l’e´nergie de l’orbitale atomique. Cette dernie`re est
une fonction croissante de n. Le nombre l appele´ “nombre
quantique secondaire” est un entier naturel compris entre 0
et (n−1) qui de´finit le type de l’orbitale: orbitale de type “s”
pour l = 0, de type “p” pour l = 1, de type “d” pour l = 2 ...
(cf figure). Enfin, le nombre m appele´ “nombre quantique
magne´tique” est un entier relatif compris entre −l et +l.
L’e´nergie de l’atome isole´ ne de´pend pas de m, par contre,
l’e´nergie de l’atome en pre´sence d’un champ magne´tique
exte´rieur en de´pend line´airement, d’ou` son nom.
Classification des types d’orbitales en fonction de leurs
surfaces nodales (surfaces ou` la fonction s’annule): La valeur
absolue des orbitales est d’autant plus grande que le point
sur la figure est brillant. Les surfaces nodales apparaissent
donc en noir sur ces sections de l’espace. A droite est
indique´ la valeur de n (jusqu’a` n = 3), en haut le type
d’orbitale (jusqu’au type d). Pour les orbitales de type ns
les surfaces nodales sont sphe´riques et au nombre de (n−1).
Les orbitales de type np pre´sentent (n−2) surfaces nodales
sphe´riques plus une surface nodale plane. Les orbitales de
type nd pre´sentent (n− 3) surfaces nodales sphe´riques plus
deux surfaces nodales planes, et ainsi de suite.
2. L’alge`bre exte´rieure: du coˆte´ des chimistes
Les proprie´te´s des atomes et des mole´cules constituant
la matie`re ne peuvent eˆtre comprises sans l’aide de la
me´canique quantique (cf. encadre´). Or dans cette the´orie
physique, l’alge`bre exte´rieure apparaıˆt de fac¸on naturelle
pour de´crire les syste`mes de particules identiques de type
fermioniques. Rappelons que les particules e´le´mentaires
sont de deux types: les bosons et les fermions. C’est le
physicien Wolfgang Pauli qui a d’abord rationalise´ sous
forme d’un principe, “le principe d’exclusion”, le fait que
la fonction d’onde d’un syste`me de fermions devait avoir
les proprie´te´s d’antisymme´trie qu’ont les e´le´ments d’une
alge`bre exte´rieure. En particulier, d’apre`s ce principe,
les fonctions d’onde de deux fermions ne peuvent avoir
tous leurs nombres quantiques e´gaux sous peine de voir
la fonction d’onde totale du syste`me des deux fermions
identiquement nulle, en d’autres termes, deux fermions
ne peuvent occuper le meˆme e´tat quantique. Or c’est
pre´cise´ment, ce que signifie l’e´quation (5).
Plus tard, Pauli ravalera son principe d’exclusion au
rang de simple the´ore`me, le remarquable “the´ore`me spin-
statistique”. Les particules quantiques, outre les degre´s
de liberte´ d’espace et de temps, ont un degre´ de liberte´
supple´mentaire, interne, appele´ “spin”. Ce spin contraire-
ment aux coordonne´es d’espace et de temps ne varie pas
continuement, mais prends les valeurs: −S,−S + 1,−S +
2, . . . ,+S − 1,+S, ou` S est un entier, ou un demi-entier
(entier divise´ par deux). Le the´ore`me de Pauli montre que
les particules de spin demi-entier sont ne´cessairement des
fermions, et donc ont une fonction d’onde e´le´ment d’une
alge`bre exte´rieure.
Wolfgang Ernst Pauli (1900 - 1958)
Or le spin d’un e´lectron vaut ± 12 , (S = 12 ), (ce qui
signifie physiquement qu’il faut s’imaginer la particule
quantique qu’est l’e´lectron comme ayant la syme´trie d’un
ruban de Moe¨bius: elle pas n’est pas invariante sous une
rotation de 2pi, mais seulement apre`s rotation de 4pi (deux
tours)). Les fonctions d’onde des e´lectrons d’un atome ou
d’une mole´cule appartiennent donc d’apre`s le the´ore`me
spin-statistique a` une alge`bre exte´rieure. Nous allons voir
a` pre´sent comment certaines proprie´te´s des atomes et des
mole´cules sont lie´es a` cette structure d’alge`bre exte´rieure.
On ne sait re´soudre exactement l’e´quation de Schro¨dinger
d’un syste`me a` k-e´lectron que pour k = 1. Dans le cas
k > 1, on peut approcher la fonction d’onde de plus
basse e´nergie d’un atome en formant le produit exte´rieur
de k solutions de plus basses e´nergies de l’atome
hydroge´noı¨de (atome a` 1 e´lectron comme l’hydroge`ne)
ayant la charge effective la plus approprie´e. Pour que le
principe d’exclusion soit respecte´ c’est-a`-dire pour que le
produit exte´rieur soit non nul, il faut n’utiliser que des
spin-orbitales, χAn,l,m,γ (orbitales de l’atome A de´pendant
aussi du spin de l’e´lectron γ = ± 12 ), ayant des jeux de
nombres quantiques deux a` deux distincts. Par exemple,
pour k = 2, la fonction d’onde e´lectronique approche´e de
l’atome d’he´lium, He, est le bivecteur, χHe
1,0,0,− 12
∧χHe
1,0,0,+ 12
.
Pour former ce bivecteur, on remarque que nous avons
utilise´ toutes les spin-orbitales distinctes du niveau n =
1, dit “niveau K”, c’est-a`-dire ayant la meˆme e´nergie,
E1, dans l’atome hydroge´noı¨de, et uniquement ces spin-
orbitales. On dit que l’he´lium est a` niveau K sature´. Il
est naturel de se poser le proble`me de trouver le nombre
d’e´lectrons ne´cessaire pour remplir les couches successives
n = 2, 3, . . .. Pour n donne´, l prend toutes les valeurs entre
0 et (n − 1) et pour l donne´, m peut prendre (2l + 1)
valeurs distinctes. Le nombre de jeux de nombres quantiques
distincts sans conside´rer le spin est donc
n−1∑
l=0
2l+1 = n2. Le
spin pouvant prendre deux valeurs, on peut caser k = 2n2
e´lectrons dans la couche de nombre quantique principal n.
On retrouve bien pour n = 1 la valeur k = 2 correspondant
a` l’atome d’he´lium. Puis pour n = 2 on obtient k = 8.
L’atome aux deux premiers niveaux sature´s a donc 2 + 8 =
10 e´lectrons. C’est l’atome de Ne´on, dont le de´cavecteur,
χNe
1,0,0,− 12
∧ χNe
1,0,0,+ 12
∧ χNe
2,0,0,− 12
∧ χNe
2,0,0,+ 12
∧
χNe
2,1,−1,− 12
∧ χNe
2,1,−1,+ 12
∧ χNe
2,1,0,− 12
∧ χNe
2,1,0,+ 12
∧
χNe
2,1,+1,− 12
∧ χNe
2,1,+1,+ 12
,
est une approximation de la fonction d’onde e´lectronique.
Ces deux atomes a` niveaux sature´s apparaissent dans le
groupe des gaz rares a` l’extreˆme droite de la classification
pe´riodique des e´le´ments. Ce groupe ne contient que des
e´le´ments particulie`rement inertes chimiquement du fait de la
saturation partielle ou totale de leurs couches e´lectroniques.
Tableau pe´riodique des e´le´ments
Les contraintes que le principe d’exclusion impose sur
le remplissage des spin-orbitales par les e´lectrons sont
fondamentales pour expliquer la structure e´lectronique
des atomes et des mole´cules. Mais si l’on conside`re a`
pre´sent l’atome d’oxyge`ne qui posse`de 8 e´lectrons, il y a
plusieurs octovecteurs possibles que l’on peut construire a`
partir de spin-orbitales de meˆme e´nergie E2. Une fois la
couche K sature´e, nous admettrons qu’il convient de saturer
aussi la sous-couche des spin-orbitales 2s: n = 2, l = 0.
Cependant, il reste encore 4 e´lectrons a` caser dans les
6 spin-orbitales 2p: χO
2,1,−1,− 12
, χO
2,1,−1,+ 12
, χO
2,1,0,− 12
,
χO
2,1,0,+ 12
, χO
2,1,+1,− 12
, χO
2,1,+1,+ 12
. Faut-il plutoˆt choisir
pour la fonction d’onde de l’oxyge`ne le produit exte´rieur du
quadrivecteur χO
1,0,0,− 12
∧ χO
1,0,0,+ 12
∧ χO
2,0,0,− 12
∧ χO
2,0,0,+ 12
par un quadrivecteur du type χO
2,1,−1,− 12
∧ χO
2,1,−1,+ 12
∧
χO
2,1,0,− 12
∧ χO
2,1,0,+ 12
ayant autant de spin-orbitales de spin
+ 12 que de spin-orbitale de spin − 12 ou par quadrivecteur
du type χO
2,1,−1,− 12
∧ χO
2,1,−1,+ 12
∧ χO
2,1,0,+ 12
∧ χO
2,1,+1,+ 12
ayant autant de spin-orbitales de meˆme spin (ici + 12 ) que
possible? La re`gle de Hund (physicien allemand) nous dit
que c’est le deuxie`me cas qui est le bon choix. Or cette
re`gle est encore une conse´quence de l’antisymme´trie de la
fonction d’onde, e´le´ment de l’alge`bre exte´rieure. En effet,
l’antisymme´trisation des spin-orbitales de meˆme spin donne
une contribution a` l’e´nergie du syste`me qui abaisse cette
dernie`re et donc stabilise le syste`me. Cette contribution
n’existe pas pour des spin-orbitales de spins diffe´rents.
Notons que le fait que deux e´lectrons de l’oxyge`ne soient
dans des spin-orbitales de meˆme spin sans partenaire dans
des spin-orbitales de spin oppose´s explique les proprie´te´s
paramagne´tiques de cet atome.
Le principe d’exclusion et la re`gle de Hund, qui sont des
conse´quences de la nature fermionique des e´lectrons et donc
du fait qu’une fonction d’onde e´lectronique doit appartenir a`
une alge`bre exte´rieure, restent aussi pertinents pour constru-
ire des fonctions d’onde e´lectroniques mole´culaires. Con-
side´rons par exemple le fluorure d’hydroge`ne, HF, qui a dix
e´lectrons et tend a` avoir la structure sature´e du ne´on. On peut
combiner les spin-orbitales atomiques 1s de l’hydroge`ne,
χH
1,0,0,± 12
avec des spin-orbitale 2p du fluor, par exemple
χF
2,1,0,± 12
avec des coefficients re´els a, b, approprie´s, pour
former des spin-orbitales mole´culaires,
σ± 12 = aχ
H
1,0,0,± 12 + bχ
F
2,1,0,± 12 . (8)
Le de´cavecteur,
χF
1,0,0,− 12
∧ χF
1,0,0,+ 12
∧ χF
2,0,0,− 12
∧ χF
2,0,0,+ 12
∧
χF
2,1,−1,− 12
∧ χF
2,1,−1,+ 12
∧ χF
2,1,+1,− 12
∧ χF
2,1,+1,+ 12
∧
σ− 12 ∧ σ+ 12 ,
sera alors une premie`re approximation de la fonction
d’onde de la mole´cule HF. En de´veloppant dans l’alge`bre
exte´rieure, l’expression (8) des spin-orbitales mole´culaires
σ+ 12 et σ− 12 , on voit que cette fonction d’onde est la
somme de 4 de´cavecteurs, produits exte´rieurs de spin-
orbitales atomiques. Deux de ces termes sont constitue´s de 9
spin-orbitales du fluor et d’une de l’hydroge`ne et ont un co-
efficient e´gal a` ab. Ils repre´sentent une structure e´lectronique
dite “covalente”, symbolise´e par H:F , ou` les deux points
mate´rialisent les deux e´lectrons mis en commun par les deux
atomes, selon la the´orie de Lewis de la liaison chimique.
Un autre terme avec un coefficient a2 a 2 spin-orbitales
de l’hydroge`ne, il repre´sente une structure e´lectronique dite
“ionique” H−F+. Enfin, un dernier terme avec un coefficient
b2 n’a aucune spin-orbitale de l’hydroge`ne, il repre´sente la
structure e´lectronique ionique H+F−. Ainsi, une fonction
d’onde mole´culaire quantique apparaıˆt comme la super-
position de plusieurs structures e´lectroniques a` caracte`re
classique.
References
[1] R. Deheuvels, Formes quadratiques et groupes classiques
(PUF, Paris, 1981).
[2] J.-C. Chottard, J.-C. Depezay, J.-C. Leroux, CHIMIE FONDA-
MENTALE, E´tudes biologiques et me´dicales, II. STRUCTURE
MOLE´CULAIRE (Hermann, Paris, 1984).
[3] http://fr.wikipedia.org
